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a Teoria de Grafos tiene su origen histórico en el problema de los “Siete puentes de 
Königsberg”, hoy Prusia, propuesto por Euler. Durante el Siglo XVIII la ciudad de Königsberg, 
atravesada por el río Pregel, quedaba dividida en cuatro partes comunicadas por siete 
puentes. El problema era saber si partiendo de una zona de la ciudad, era posible recorrerla y 
regresar al punto de salida cruzando por todos sus puentes una sola vez. 
 
El matemático suizo Leonhard Euler (1707-1783) simplificó el plano de la ciudad considerando cuatro puntos 
(vértices) unidos por 7 caminos (aristas), con lo cual el problema consistía ahora en ver si era 
posible recorrer el diagrama sin levantar el lápiz del papel, pasando por todos los puntos una sola 
vez y volviendo al punto de partida. Euler demostró que tal recorrido era imposible, ya que de 
existir tal camino, el número de aristas incidentes en cualquier vértice del grafo debería ser par 
(por cada arista que lleve a un vértice ha de haber otra que salga). 
 
Lo común en todas las situaciones planteadas, es llegar a simbolizar el problema concreto mediante un 
esquema gráfico o grafo formado por puntos y líneas que unen esos puntos, y a partir de él estudiar soluciones 
al problema inicial planteado mediante reflexiones sobre el esquema gráfico asociado. 
Con este tema vamos a iniciarnos en la Tª Grafos y para ello vamos a ver los diferentes tipos de grafos que hay. 
Se trata de un tema importante ya que la Tª Grafos ha llegado a ser en los últimos años una importante 
herramienta matemática que nos sirve para modelizar matemáticamente numerosas situaciones reales 
relacionadas con disciplinas tan dispares como la investigación operativa, la lingüística, la química, la 
genética,… Veremos algunas de sus múltiples aplicaciones en temas tan diversos como redes de transporte y 
distribución de mercancías, circuitos eléctricos, estructuras moleculares en Química, mapas de carreteras, 
estructuras de organización en Sociología y Economía,… 
 
1. El lenguaje de los grafos. Fundamentos.  
 
Definiciones básicas. 
Definición: un grafo se define como la terna de elementos G={V, E,  }, donde V=vértices, V finito, V ≠  , 
E=aristas o lados (conjunto finito de pares no ordenados) y  
     
 
1,2 1,2: , 1 2
( ) ,
E V siendo V subconjuntos deV de ó elementos
e e x y


  
 
 
Se dice que  “e es la arista entre x e y” o que “x e y son los extremos de e”. 
 
Ejemplo:       V={u, v, w, z} 
L 
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                    E={{u, v}, {v,w}, {u,w}, {w,z}} 
 
Observación:  
Si   es inyectiva, el grafo se dice simple y se identifica 
       , , ,e x y e x y y x     . En caso contrario se llama 
multígrafo. 
Si    2 ,e e E    , el grafo se dice sin lazos. 
 
Definiciones:  
 Se dice que dos vértices u y v son adyacentes si el grafo contiene una arista que los contiene (o los une). Se 
dice también que los vértices son incidentes en dicha arista. Esta arista se representa por uv ó {u,v}. 
 Se dice que dos aristas son adyacentes si tienen al menos un vértice en común (vértice de incidencia). 
 Se llama signatura de un grafo G={V, E}, al par ordenado de números (p, q) con p=|V| y q=|E|. 
 
Definición: Sea G un grafo y v V un vértice de G. Entonces: 
a) Se llama grado o valencia de un vértice v V y se escribe d(v) al número de aristas que inciden en v.  
b) Así pues, llamaremos vértice aislado a un vértice de grado 0, d(v)=0 y vértice 
terminal a un vértice de grado 1, d(v)=1. 
c) Se dice que G es regular de grado r, si el grado de todos sus vértices es r. 
 
 
Teorema: En cualquier grafo G, se verifica: 
a) La suma de los grados de todos los vértices es igual a dos veces el número de aristas ( ) 2
v V
d v E

   
b) El número de vértices de grado impar es par. 
 
Dem:  
a) cada arista cuenta dos veces en la suma (1 origen y 1 final). 
b) Consecuencia de a). ■ 
 
Observación: un modo de representar un grafo G consiste en asociar a cada vértice un punto del plano de 
dibujo y a cada arista una línea continua {u,v} que une los puntos asociados a los vértices u y v . No existe 
restricción alguna sobre la forma de las líneas que visualizan las aristas, por lo que el diagrama de un grafo 
puede tener formas distintas. Si en el dibujo del gráfico se ponen los nombres asociados a cada vértice, el grafo 
se denomina etiquetado.  
 
Definición: diremos que dos grafos  1 1 1 1, ,G V E   y  2 2 2 2, ,G V E  son isomorfos si existen aplicaciones 
biyectivas 1 2:V V   y 1 2: E E   tales que si            1 2, ,e x y E x y       , el siguiente cuadro 
ha de ser conmutativo: 
   
1 2
1 2
1 2
E E
V V
aplicación inducida

 




 
  

  Es decir,   y   conservan las relaciones de adyacencia. 
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Observación: la isomorfía de grafos es una relación de equivalencia, por lo que cabe entender cada grafo como 
representante de una clase. A nivel gráfico, debe intentarse trabajar con los esquemas lineales más simples. De 
esta observación se define que, dos grafos serán equivalentes si sus grafos correspondientes son isomorfos. 
 
 
Definición: llamaremos grafo dirigido o dígrafo a la tupla  0 1, , ,V E    tal que V=vértices, E=aristas y 
0
1
E V




, donde e E  y 0 0( )e x  ={origen de e} y 1 1( )e x  ={final de e}. Suele escribirse  0 1,e x x  como 
par ordenado y no como conjunto como antes. 
 
 
0 1
0 1
, :
( ), ( )
E VxV
e e e
   
  
  
Observación: en el caso particular de que   sea inyectiva, se llama dígrafo simple y se puede 
enumerar de modo más sencillo  ,V E VxV . 
 
Definición: un grafo dirigido se dice orientado si cuando el arco (x,y) es una arista de E, resulta 
que (y,x) no está en E. Se representan con flechas. 
 
Definición: un grafo en el cual se alternan aristas y arcos, se denomina mixto.  
 
Trayectorias. Tipos de grafos. 
En términos generales, una trayectoria es una secuencia de aristas dadas en un cierto 
orden. Si observamos la figura adjunta, la secuencia de aristas u v w x    es una forma 
de pasar del vértice u al vértice x recorriendo las aristas {u,v}, {v,w}, {w,x}. Se dice entonces 
que dicha secuencia es una trayectoria de longitud tres. Si consideramos ahora la 
trayectoria del tipo u v x y u    , hablamos entonces de un circuito. 
 
Definición: en cualquier secuencia finita de aristas 0 1 1m mv v v v     (también representada por 
0 1 1m m
v v v v

), al vértice v0 se el llama vértice inicial y a vm se el llama vértice final. 
La longitud de una secuencia de aristas viene determinada por el número de aristas que posee. Así llamamos 
secuencia trivial a aquella que no posee arista alguna. 
 
Definición: Sea una secuencia de aristas 
0 1 1m m
v v v v

, entonces, si todas las aristas son diferentes diremos que 
se trata de una cola. Si además los vértices son todos distintos, hablaremos de una trayectoria. Una cola o una 
trayectoria se dice cerrada cuando 
0 m
v v  y abierta en caso contrario. 
 
Definición: se llama grafo nulo de n vértices a aquél cuyo conjunto de aristas es vacío. Se denota por Nn. y todo 
vértice es aislado. 
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Grafo nulo N4    Grafos completos K3 y K5 
Grafo bipartido completo K3, 3 
Se dice que un grafo simple de n vértices es completo si cualesquiera par de vértices son adyacentes. Se denota 
por Kn y tiene 
( 1)
2
n n 
 aristas. 
 
 
 
 
 
 
 
Definición: se llama grafo bipartido a un grafo cuyo conjunto de vértices puede ser dividido en dos 
subconjuntos disjuntos V1 y V2 de modo que cada arista del grafo tiene un vértice terminal en V1 y el otro en V2. 
Si G es un grafo bipartido simple en el que cada vértice de V1 está unido a todos los de V2, diremos que G es un 
grafo bipartido completo. Se representará por Kn,m donde n y m son los cardinales de V1 y V2 respectivamente. 
 
Definición: se define recorrido, camino o cadena entre dos vértices x e y, a una sucesión de aristas que me 
permiten ir de x a y. Si no tiene aristas repetidas, se llama camino simple y si por cada vértice del recorrido pasa 
una sola vez, se llama camino elemental. 
Dado un grafo G=(V,E), la relación en V definida por camino entre ex R y x y   es de equivalencia. Luego 
en G puede establecerse una partición en clases de equivalencia, y a cada clase de esta relación se le llama 
componente conexa del grafo G. 
 
Definición: un grafo G se dice conexo cuando sólo tiene una componente conexa, es decir, todos los vértices 
están relacionados entre sí. En otro caso, se dice que es inconexo. 
 
En relación a esta definición, se puede enunciar el siguiente teorema: 
 
Teorema: Sea G un grafo simple con n vértices y k componentes (subgrupos disjuntos). Entonces, el número m 
de aristas de G verifica: 
1
( )( 1)
2
n k m n k n k       
 
Definición: un grafo circuito es un grafo conexo regular de grado 2. Se designa por Cn, con n el número de 
vértices. 
La suma de N1 y Cn-1 (n≥3) es la rueda de n vértices y se denota por Wn 
 
 
Unión y suma de dos grafos. Supresiones y contracciones. Complemento de un grafo simple. 
 
Definición: dado un grafo G={V, E}, diremos que otro grafo G’={V’, E’} es un subgrafo de G, si se 
obtiene a partir de G quitando vértices y/o aristas, de modo que, si se quita un vértice se 
quitan las aristas incidentes en él. 
 
Ejemplo:  
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Definición: Se llama unión de dos grafos 
1 1 1( , )G V E y 2 2 2( , )G V E  con 1 2V V  , al grafo representado por 
1 2G G  cuyo conjunto de vértices es 1 2V V  y de aristas 1 2E E . 
 
Ejemplo:   
 
 
 
Observación: un grafo es conexo si no puede expresarse como la unión de dos grafos. 
 
Definición: Se llama suma de dos grafos 1 1 1( , )G V E y 2 2 2( , )G V E  con 1 2V V  , al grafo denotado por 
1 2G G que se forma tomando la unión 1 2G G  y trazando una arista entre cada vértice de 1G  y 2G . 
 
Ejemplo:   
 
 
Estas dos operaciones son conmutativas y asociativas y pueden extenderse a cualquier número de grafos 
finitos. 
 
Definición: llamamos contracción de un grafo G, a cualquier grafo que se obtiene a partir de G después de 
efectuar una serie de contracciones de aristas. 
 
Ejemplo:  
 
 
 
 
 
Definición: Sea ( , )G V E un grafo simple. Llamamos complemento de G, y se denota G , al grafo simple que 
tiene conjunto de vértices V y en el cual dos vértices son adyacentes si y sólo si no lo son en G. 
 
Ejemplo:  
 
 
 
 
En consecuencia, si G tiene n vértices, entonces, el complemento de G puede ser construido eliminando de Kn 
todas las aristas de G. 
 
Notas:  
El complemento de un grafo completo es un grafo nulo. 
El complemento de un grafo regular es regular. 
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Planaridad de grafos. 
Definición: un grafo es plano si admite una representación plana de modo que las curvas que representan sus 
aristas no se cortan más que en los puntos que representan a los vértices. 
Un grafo se dice planar si es isomorfo a un grafo plano. 
 
Ejemplos: 
 
A continuación vamos a exponer algunos teoremas y corolarios referentes a la teoría de grafos planos. 
 
Teorema: El grafo K3,3 y el grafo K5 no son planos. 
 
Dem: Consideramos la siguiente representación K3,3  
Tomamos el subgrafo (falta la arista bg) 
 
 
 
 
 
 
 
En virtud del Teorema de Jordan, (“Toda curva continua, simple, cerrada y plana divide al plano en dos 
regiones, una interior y otra exterior, de modo que, si una curva continua une un punto q del interior con un 
punto p del exterior entonces, debe cortar en al menos un punto a la curva delimitante del interior, y si dos 
puntos a y b están en dicha curva entonces, pueden enlazarse por medio de una curva contenida en el interior y 
en el exterior.”) las aristas af y ec, si no deben intersecarse, estarán, ya que son arcos de curvas continuas, una 
en el interior del subgrafo y otra en el exterior. Ahora bien, dado que aún falta una arista por añadir para 
obtener el grafo K3,3 , ésta arista, si está en el interior se cortará geométricamente con alguna de las que 
anteriormente hemos considerado, y lo mismo ocurre si está en el exterior. Así pues, K3,3 no es plano. 
De modo análogo demuestra que K5 no es plano.  ■ 
 
Observación: en esencia, estos son los únicos grafos no planos como caracteriza el siguiente teorema. 
 
Teorema de Kuratowski: Un grafo G es plano   G no contiene ningún subgrafo isomorfo a K3,3 ó a K5 . 
 
Definición: Dos puntos del plano x e y son equivalentes si ambos son disjuntos de G y pueden ser unidos por 
una curva de Jordan cuyos puntos sean todos disjuntos de G. Esta relación de equivalencia sobre los puntos del 
plano disjuntos de G define clases de equivalencia a las que se denominan caras de G. 
 
Teorema (Euler): Sea G un grafo plano conexo, con n vértices, m aristas y f caras. Entonces, se cumple la 
siguiente relación: 2n m f    
Dem: Por inducción sobre m=nº aristas. 
 m=0 necesariamente n=1 y f=1   n-m+f=2. 
 (H.I.) Supongamos cierto para (m-1) aristas. Veamos para m. Sea G un plano conexo con m aristas y sea e 
una de ellas, contenida en algún circuito de G    G-e es plano conexo con n vértices, m-1 aristas y f-1 
caras por (H.I.) 
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   1 1 2 1 1 2 2n m f n m f n m f                . ■ 
 
Corolario: Sea G un grafo plano simple conexo con n vértices ( 3n  )   el número de aristas m verifica 
3 6m n   
 
Coloreado de grafos. 
El coloreado de grafos consiste en determinar bajo qué condiciones pueden pintarse los vértices de un grafo de 
forma que toda arista incida en vértices de colores diferentes. 
 
Definición: un grafo se dice k-coloreable si se puede asignar a sus vértices uno de entre k colores dados de 
modo que cada par de vértices adyacentes tengan distinto color. 
Un grafo k-coloreable, pero no k-1 coloreable, se llama k-cromático. 
 
Ejemplo:  
 
 
 
Teorema: un grafo G cuyo máximo grado de vértices es  , es  1  - coloreable. 
Dem: por inducción sobre n=número de vértices. 
Si G tiene n vértices, si se suprime un vértice, el mayor grado para estos será  ; luego aplicando inducción, 
este grafo será   1 - coloreable. ■ 
 
Teorema de los cinco colores: Todo grafo planar es 5-coloreable. 
 
Teorema de los cuatro colores: Todo grafo planar es 4-coloreable. 
 
Nota: se omite la demostración de estos teoremas por la complejidad que encierran, si bien el método a seguir 
es inducción aplicada como en el primer teorema. 
 
 
2. Matrices asociadas a grafos. 
 
Una forma muy útil de representar un grafo ( , )G V E  es mediante su matriz de vecindades (o matriz de 
adyacencia). La idea es formar una matriz de ceros y unos. Si el conjunto de vértices es  1 2, ,..., nV v v v  el 
grafo se puede describir mediante una matriz n x n . 
En la posición  ,i jv v  pondremos un 1 si  ,i jv v E , y un 0 en caso contrario. La 
matriz tendrá ceros en la diagonal (porque no permitimos lazos) y será simétrica: si 
en la posición  ,i jv v  aparece un 1 es porque  ,i jv v E  y por tanto en la 
posición  ,j iv v  deberá aparecer también un 1.  
Así que un grafo G simple y sin lazos con n vértices es exactamente lo mismo que 
una matriz n x n  simétrica de ceros y unos con ceros en la diagonal. 
 
Esta identificación es muy importante. Para muchas de las cuestiones que se tratan, basta considerar el dibujo 
asociado al grafo. Pero, como veremos, el de los grafos es un lenguaje especialmente diseñado para un uso 
1 2 3
1
2
3
0 1 0 1
1 0 1 1
0 1 0 0
1 1 0 0
n
n
v v v v
v
v
v
v
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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algorítmico, algoritmos que requerirían la intervención del ordenador. Y para un ordenador, por supuesto, un 
grafo es una matriz de ceros y unos. Conviene tener esto en mente en los argumentos que desarrollemos. 
 
Algunas de las generalizaciones del concepto de grafo se pueden describir también en el lenguaje de las 
matrices: 
 Por ejemplo, si permitiéramos lazos, esto es, aristas cuyos dos vértices sean el mismo, estaríamos 
considerando, simplemente, matrices (cuadradas) simétricas de ceros y unos (con, posiblemente, unos en 
la diagonal).  
 Pero también podríamos permitir que hubiera aristas múltiples (por ejemplo, dos vértices conectados por 
dos o más aristas); en este caso hablaremos de multigrafos. En términos matriciales, un multigrafo seria 
una matriz simétrica cuyas entradas son ceros o números naturales: en la diagonal irían ceros si no 
permitiéramos lazos. 
 Otra posibilidad, que estudiaremos es la de dar orientación a las aristas. En los grafos dirigidos o digrafos, 
las entradas de la matriz siguen siendo ceros y unos, pero ésta ya no necesariamente simétrica. 
 Por ultimo, a veces conviene considerar la posibilidad de asociar a cada arista e de un grafo un número 
real, su peso, p(e). Pensemos, por ejemplo, en una red de carreteras, en la que cada tramo tiene asociado 
su longitud en kilómetros. En este caso, hablaremos de un grafo con pesos (o grafo ponderado). La matriz 
de un tal grafo con pesos seria simétrica, y sus entradas serían los pesos de cada arista.; las matrices de 
vecindades asociadas ya no serían necesariamente simétricas, y sus entradas serían los pesos 
correspondientes. 
 
 
Ejemplo: la matriz de adyacencia del grafo siguiente es: 
0 1 0 1 1
1 0 1 1 0
0 1 0 1 0
1 1 1 0 0
1 0 0 0 0
M
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Otra forma útil de representar un grafo ( , )G V E  es mediante su matriz de incidencia m x n . 
Las columnas están etiquetadas con los vértices  1 2, ,..., nV v v v , y las filas, con las 
aristas  1 2, ,..., mE e e e . En la posición  ,i je v  colocaremos un 1 si el vértice jv  es 
extremo de la arista ie ; y un 0 en caso contrario.  
 
La matriz de incidencia sólo contiene ceros y unos (matriz binaria). Como cada arista 
incide exactamente en dos vértices, cada columna tiene exactamente dos unos. El 
número de unos que aparece en cada fila es igual al grado del vértice correspondiente. Una fila compuesta sólo 
por ceros corresponde a un vértice aislado. 
 
Ejemplo: la matriz de incidencia del grafo siguiente es:  
 
1 2 3
1
2
3
1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 0
0 1 0 1
n
m
v v v v
e
e
e
e
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1
I
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
[…] 
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